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ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ ОД ПРВ РЕД 

Се дефинира парцијален извод на функција со повеке променливи и негово 
геометриско толкување. РагЦа! денуаЦуе5 оѓ а Гипсноп оѓ куо ог тоге уатцарБје5 15 
деВНпед апд Феј веотешс 5јепШсапсе. 


Нека функцијата г -- Ј(81,22,...,2„.) е дефинирана во околина на точката 
А(алт,а2,-.. ад). 

Дефиниција. 

Разликата 

Дар сака 

се нарекува нараснување на променливата г., а разликата 

АЈ(А) се Ј(алсак ГТ Ааа) Ј(а1-здиоеат) 


парцијално нараснување на функцијата Д во точката 4 по променливата гу. 


Дефиниција. 
Ако постои граничната вредност 


гра Ј(ат,--- ак Декзат)-- Ј(ал,--зак--зат) 
Аалр-0 Аа Дар-0 Аа 


таа се нарекува парцијален извод на функциј ата ј по променливата г; во точката 
Аисе означува со 


дај) ј; д2А) 
за: ИЛИ Ј,,СА) или сос или 2, 


дј(А) 
(ари 


Изразот 


9ј(Х) | 
де. |Х- 


скратено ја означува вредноста на изводот во дадена точка 


За функција со две променливи 2 -- ј(2,у) се дефинираат два парцијални извода, 
по секоја независна променлива. Нека А(20,у0) е точка од дефиниционата област 
на функцијата Ј (Су) и нека „Ах и Ду се соодветните нараснувања на 
променливите ги гу. 


Дефиниција. 


Парцијален извод по променливата х за фунцијата ј(2,у) во точката А(го,уо) е 
граничната вредност 


. Ј(хоАаејо)-Ј(аочо)  дЈ(тоуо) 
До Аг сооб 
Аналогно, 

Дефиниција. 


Парцијален извод по променливата у 3 а фунцијата Ј (,у) во точката А(хо, уо) е 
граничната вредност 


вр Ј(еоџоАу)-Јаоцо)  дЈ/(годо) 
Ду-0 Ау ду | 


Г(хоцо) ди(хоџо) 
да 


Парцијалните изводи 5 Јо "НА функцијата ј (,у) обично се пресме- 


туваат во произволна точка Х (2,у) од дефиниционата област. Кога се бара 
парцијалниот извод по променливата г, промелнливата гу се смета за константа и 
обратно. 


Парцијалните изводи се означуваат со некоја од ознаките: 


. 2 Ќ 2 0 д 
парцијален извод по а: Ј.(С,у),Г,, 2, об ; 
Е ви "дој д 
парцијален извод по 1: Ди) Ѓугѓу бу ду“ 
| | ија „СМЕ 
Пример 1. Да се најдат парцијалните изводи на функцијата 2 -- Ш Сара 


Решение. Зададената функција е функција од две независни променливи и затоа ќе 
има два парцијални извода по секоја променлива. Се пресметува парцијалниот 
извод по променливата 2: 


диск МН (Ева га 
„! 


ЕД Ман а 


а) лина) кот 2(нен) 
(еднаа на) 


(и) ина) (би (нотни 
И ( Маца ) : уни не 


. Мада (Ина). 
Ш (ене ау ) ааа (а куѓ ше) -. 
Миа ува(уатича). 
Ш су? ЕИ -2уг Ш су - „2 


мани ј(ианина) Мини ув Мани" 


од каде следува дека -- ќе ас 
ха 


Сега се пресметува и парцијалниот извод по променливата 1/: 


ЕЕ 22 г) ( 22 2 г) у 
фе (Ив „Дете. нети њиј а Кожа ет 
ду ао Мануне џ ха а (еднина) ј 


(Ој, „(Инична) (ИНИ) 


ау. Јаде рен Ѓ 
у ма ана) 


„(иг куда гу? г) Ш доо; И зар Е ри 
ЧА ИО ОРЕВ ОИААРАВА РЕЈ ЕВА ОР ое ВИНА урива СОЛЕТА би 
ад (аѓчии-а) (ага) Ман (една?) ау УМ ауѓ 


дг ах 


и се обива че тео 
д ду ума? 


Од важност се следните тврдења: 


: (Потребни услови за диференцијабилност) Ако функција г -- Ј(е,у)е 
диференцијабилна во дадена точка, тогаш постојат сите парцијални изводи во 
таа точка. 


" (Доволен услов за диференцијабилност) Ако функција г -- Ј (,у) во околина 
на дадена точка има непрекинати парцијални изводи по секоја променлива, 
тогаш таа е диференцијабилна во таа точка. 


: Дко функцијата г -- Ј(2,у) е диференцијабилна во дадена точка, тогаш таа е 
непрекината во таа точка. 


Геометриско толкување на парцијалнте изводи на функција од две 
променливи 


Нека го разгледуваме делот од графикот на диференцијабилната функција 

2 -- Ј(е,у) во точката А(20,у0) с ГЈ). Ако во функцијата ј(2,у) променливата у се 
фиксира со константна вредност з/0„,тогаш таа се смета за функција со една 
променлива Ж, односно ф(г) -- Ј(С,уо), а нејзиниот график претставува крива која 
се добива како пресек на разгледуваниот дел од површината и рамнината 

1 с- соп5Е с- 7/0. 


Слика 1. Геометриско толкување на парцијалниот извод по х 


Наклонот на тангентата (а на оваа крива во точката А во однос на позитивната 


насока на г: -- оската е парцијалниот извод (Сл. 1) Ј„(А) -- 24) сс бра. 


Слика 2. Геометриско толкување на парцијалниот извод по гу 


Аналогно, со фиксирање на г: -- го, функцијата 2 -- Ј (2,у) се сведува на функција 
со една променлива ", односно Ж/(у) -- Ј(Со,у), а наклонот на тангентата на оваа 
крива која лежи во рамнината 2 -- го е парцијалниот извод (Сл. 2) 


2 


ЈА) - СКО) вв. 


ТОТАЛЕН ДИФЕРЕНЦИЈАЛ 

Се дефинира парцијален и тотален диференцијал и негово користење 
за приближно пресметување на функција во блиска околина на дадена 
точка. ОеНпшоп оѓрагна! апа тога! АЧНегепна!. 


Тотален диференцијал 


Нека е дадена функцијата г -- Ј(с,у)и нека „2 и Ду се соодветните 
нараснувања на променливите г и у. 


Дефиниција 


Производот 91 Да -- 4„ј се нарекува парцијален диференцијал на 
функцијата ј по променливата“, а производот ЗЛИ с- 4,ј се нареку- 
ва парцијален диференцијал на функцијата Ј по променливата ѓу. 


Бидејќи „Де -- хи Ду -- ду, парцијалните диференцијали се 
запишуваат како 


Геј Геј 
ај зрахидј -- зду. 


Дефиниција 
Сумата на парцијалните диференцијали 
ЧЕ ај -са,ј 
ИЛИ 
-. дЈ дј 
ЧЕ-- „АХ д, ЧУ 


се нарекува тотален диференцијал на функцијата 2, -- Ј (2,у). 


Пример 2 


Да се определат парцијалните диференцијали и тоталниот 
диференцијал на функцијата 2 -- агсе и. 


Решение 


Најпрво ги пресметуваме парцијалните изводи: 


оо рен еи ЧИВА ИЛРЕЧЕК 
оС, Шј з 
да а у Ја 2 
у 
Го ааа сакаа (5) Ени“: 
ду а у ид 


Чет ено и 

рото ои 

ја! 

Фе ес Ду, 
„/ и 2 а? У 


а тоталниот диференцијал е 


оо идх--гду Р 


Дефиниција 


Разликата АЈ -- Ј(е -- Ле,у-Е Ду) - Ј(е,у) се нарекува тотално или 
вистинско нараснување на функцијата Ј во точката А(2,у). 


За мали промени на вредностите на аргументите на функцијата 

Хо Ј(2,у), односно кога „е с- Ои Ду сг 0, вистинското нараснување 
на функцијата може приближно да се пресмета преку диференцијалот, 
односно „Дфј ѓ- 4Е. Бидејќи 


АТ тЕ ј (а ве да зе Ду) Ш Ј(е,у), 
тогаш 
Ј(е - Ат,у Ду) са Ј(е,у) З- ЧЕ 


Оваа релација овозможува приближно пресметување на вредноста на 
функцијата во близина на дадена точка, во која вредноста на 
функцијата лесно може да се пресмета. 


Пример 3 
Со помош на тотален диференцијал приближно да се пресмета 


(41,03 -- 40,98 -- 1). 


Решение 


Според обликот на дадениот израз чија вредност треба да се пресмета, 
определуваме функција од две променливи 


а Ш(Угиу-- 1). 


Во оваа функција вредноста 1,03 која е блиска до 1, се доделува на 
првата независна променлива која се запишува како г -- „15 -- 1,03 
при што г -- 1, а нараснувањето е „1 -- 0,03 ќ- 0. Исто така, втората 
вредност 0,98 се доделува на втората независна променлива и таа се 
запишува како у -- Ду -- 0,98 и оваа вредност е во околина на точката 
на у -- 1, а нараснувањето е Ду -- --0,02 ќ- 0. 


Применувајќи ја формулата за приближно пресметување со тотален 
диференцијал, се добива 


(7108 0981) (ИЗ ЧИ) нав лу. 
Вредноста на функцијата 1 (,у) во точката (1,1) е 
Ја) асс „(1 ие 1) СИ ее; 


додека за пресметување на вредноста на тоталниот диференцијал 
треба да се пресметаат парцијалните изводи. Парцијалните изводи на 
функцијата се: 


Ва есу це зе мода 
де Унија ЗУЕ? 
Едианоп: 


8 1 1 
ду Мас ДИВ 


и нивните вредности во точката (1,1) се 


да | 1 сос тола се КЕ ао 
бе ТТ Ду ЗОО З? 
да | уче це До СЕ 
бу ЈСлиСТ Л диаОоОо“" 


Тоталниот дифренцијал ќе има вредност 


да -- 1 Деј ТДу- ЧИ | -О 001 - 0,005 -- 0,005, 


и заменувајќи ги пресметаните вредности во изразот 
Едиабоп: 


(1,03 „И098- 1) ќи п(48 ЧА 1) вара 


се добива дека 


(41,03 -- 40,98 -- 1) х: 0,005. -4 


ТАНГЕНТНА РАМНИНА И НОРМАЛА 

Дадени се равенките на тангентната рамнина и нормалата на површина 
во дадена точка од кривата преку нормалниот вектор. ТВе едианоп5 оѓ 
Ше гапрепе р|апе апд Ше погта! Цпе асроше оѓа р|апе шп пее Артепотопа! 
зрасе аге ејуеп иојпе Ше погта! уестог. 


Ќе ги определиме равенките на тангентната рамнина и нормалата на 
површината ј(С,у) во нејзината точка А(20,/0,20) ако површината е 
глатка, т. е. функцијата и нејзините парцијални изводи постојат во таа 


точка (Годо) ГА оо,ј„(20уо) кај оо,ј,(Со„уо) со оо). 


Најпрво се дефинира нормален вектор на површина во дадена точка. 


Дефиниција. 
Векторот 
| та Ера 1 


е нормален вектор на површината ј(2,у) во точката А(20,у0,20). 
2 2 2 


Ако површината е зададена во имплицитен облик Е(2,у,2) -- 0, тогаш 
нормалниот вектор во точката е А(20,уо,г0) е 


ф-- Ј дЕ(еоџого) дЕ(тоџого) дЕ(Фоцоо) 
Ш дг “ ду ќ дг | 


Тангентна рамнина 


Тангентна рамнина на површина е рамнина која ја допира површината 
во една точка (Сл. 1). 


Слика 1. Тангентна рамнина на површината Ј (2, у) во точката А 


Равенката на тангентна рамнина на површината (1 (Су) во точката 
А(20,у0,г0) од дадената површина е 


Ој(со, , Ој(со, ј 
ј( омоо (а -- ао) Зен (и- цо) - (2- го) 0 


ИЛИ 


Геј 20,70, 0 20,70; 
ј( Ни го) (а ао) ј ои го) (у-- цо). 


е“ 20 
Тангентната рамнина се добива како равенка на рамнина низ дадена 
точка од површината и е нормална на векторот т (дел од аналитичка 
геометрија; точка-нормала облик равенка на рамнина.) 


Ако површината е зададена со имплицитната равенка Е(2,у,г) -- 0, 
тангентната рамнина ќе има равенка 


дои) (а Ш го) сја ааа (у се чо) ме ОЕбеоцот) (2 Со го) се 0. 


Нормала 


Нормала низ точката А(20,у0,20) е права која минува низ таа точка и 
е нормална на тангентната рамнина. 


Равенката на нормалата на површината ј (2,у) во точката А(20,у0,го) 
се добива преку формулата за равенка на права низ точка А(20,у0,20) 
паралелна со векторотл: 


“5-0 . 4 0 4-20 
дјеочо) дјеомо) -1 
да И 


За површина зададена со имплицитната равенка Е(ф,у,г) и 0, 
равенката на нормалата е 
2-20 Ш 4-40 Со го 
дЕ(г0,у0:г0) дЕ(г0,у0;г0) дЕ(гочо го) 
да ду дг 
Пример 1. Да се напише равенката на тангентната рамнина на 
2 

елипсоидот 22 - 2у - 52 СС Ќ која е паралелна со рамнината 
еу -ди со О. 


Решение. Бидејќи елипсоидот е зададен со равенка во имплицитен 
облик, парцијалните изводи се ЕК“ -- 2х,Е, -- Чу,Е, с- 27, а 
тангентната рамнина ќе биде од обликот 


2хо(Ф -- го) -- Жуо(у-- цо) -- 220(2:-- го) с- О. 


Точката А(20,у0,20) во која треба да се повлече тангентната рамнина 
не се знае и таа ќе се определи од условот за паралелност на две 
рамнини (тангентната рамнина и дадената рамнина г -- у -Е 27 -- 0) 


и условот точката да лежи на елипсоидот 
5249 ќ ј2--1 
0 УО 0 4. 


Овие услови го даваат следниот системот равенки 


хо... Фуо 
1 Пп -а1 
Со РЕВИИ 
1. га 


Е 
Ф? јауд СТ ое 
односно ситемот 


1 
50 с- 40 


ос 20 
“ау аа 1. 


Со замена на првите две равенки во третата равенка се добива 
квадратната равенка 


аат) зн (до) - 1 


чии решенија се 


ЕЦЕЖТ ЕЗ НЕВАНЕОДЕТ 


а тоа значи дека постојат две точки на елипсоидот 


2 1 
Ар СЈАЈНА, - 2 


во кои тангентните рамнини се паралелни со дадената рамнина, 
ОДНОСНО постојат две тангентни рамнини. 


Равенките на бараните тангентни рамнини се: 


Во точката Ај а, а 1/3 тт ШИ тт тангентната рамнина е 


Шеерајо ФИ 1, 


а во точката Ар Ја ТЕ 25 ЕН ТЕ? --2 а тангентната рамнина е 


П 
суди с/ ТЕ. 


ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ ОД ИМПЛИЦИТНА И СЛОЖЕНА 
ФУНКЦИЈА 

Се определуваат парцијалните изводи на имлицитно зададена 
функција и сложена функција. ТВе рагна! фетуацуе5 оѓ ап штриси апд а 
сотроипа Ѓипсноп аге рјуеп. 


Парцијални изводи од имплицитна функција 


Нека е зададена функција со две независно променливи г и чу во 
имплицитен облик К(г,у,2) -- 0, односно нерешлива по функцијата г. 
Барањето парцијални изводи се врши со диференцирање на 
имплицитната равенка по соодветната променлива, водејќи сметка 
дека „(2,у) е функција, па секогаш кога се диференцира по функцијата 
“ изразот ќе се помножи со парцијалниот извод на г по соодветната 
променлива. 


Со диференцирање на имплицитната функција Е(е,у,г) -- 0 по 
променливата 2 


8 р(ту,г) еј 
се добива 


ФЕ „ ФЕ де .. 
да а д: да СО 


односно парцијалниот извод на имплицитната функција по 
промеливата х е 


СаИЌ 


Аналогно, парцијалниот извод на имплицитната функција по 
промеливата у е 


0 
Пример 1. да се најдат парцијалните изводи СЦ ду на имплицитната 


функција ѓу -- Зхуг е“ - 0. 


Решение. Најпрво се диференцира имплицитната функција 
„лу -- Зкуѓ че“ -- 0 по променливата 1 


2ху -- Зуг - Зху а | е“ ба 70) 


и се добива 


дг . шдуг-дху 


да ег--Зху " 


Аналогно, со диференцирање на функцијата по гу се добива 


Фа -- Зка-- Зху де а рече - 


од каде 
да. Зха-а 


ду " ег--Зху" Њ 


Парцијални изводи од сложена функција 


Ако во функцијата со две променливи 2 -- Ј(С,у) секоја од променли- 
вите е функција од нова променлива ѓ, односно г -- г(ќ) и у -- у(ќ), 
тогаш 2 -- Ј(2(Е),у(6)) е функција од една променлива ќ. За ваквата 
функција се вели дека е сложена функција која зависи од една 
променлива ѓ посредно преку двете променливи г и гу. Ако функциите 
1 -- а4() иу-- у(6) се диференцијабилни по променливата ќи 
функцијата 2 е диференцијабилна по променливите г и г, тогаш 
изводот на сложената функцијата 7 е 


Чи .. де ах | дебчу 
ае де 4 ду 4" 


Пример 2. Да се пресмета изводот на функцијата 
“2 -- деова -- чшхувџаког -- 1/бу с- ЗЕ. 


Решение. Се пресметуваат сите изводи: 


Одг 


дг 1 жу... 
да ед 


с- -- З8ше - усовку, 4 с- --асовку,Чк --- 1, 


Са 42 
Заменувајќи ги овие изводи во изразот за изводот - се добива 


КО 


се -- (С-Зеша -- усовху)(--5-) -- (С-асовху)3 


и по заменувањето со г -- 1/ќиу -- ЗЕ 


Кога во функцијата со две променливи 2, -- ј(2,у) секоја од променли- 
вите г и уе функција од други две променливи и и 2, односно 
1 со а(и,о)у с- у(и,о), тогаш 


2 Ј(а(и,о)у(и,о)) 


е функција од две променливи. Ако функцијата ѓ и нејзините 
компоненти г и гу се диференцијабилни функции, тогаш парцијалните 
изводи на сложената функцијата ѓ по променливите ци г се 


де. де ЈО дг ду 
ди де От ду ди 


и 


де. да де дЕ дг ду 
до де до ду до" 

2 
Пример 3. Да се најдат парцијалните изводи дај -- коа ее Чи 
а со/им Ај сс 1/9. 


Решение. Парцијалниот извод по це 


киви - (ддуиј(„к.) з (вето 


Ш (ете) („ао) - Ш Се", 


а парцијалниот извод по ие 
бг. де де | деби. ај и ор АА Без ина 
до де дџ на буди (2хуе УДАТЕТ ВНА ОИ ОРЕИИИ 


со | Ричи ки Мет - Чеч. Шеи- ( 
џ 2 ЧУ џ џ 


ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ И ДИФЕРЕНЦИЈАЛ ОД ПОВИСОК РЕД 
Се дефинираат парцијални изводи и диференцијал од повисок ред. 
Рагна! ДетуаНуе5 апд аНегепца! оѓ зесопа апд Мен огдег аге деНпед. 


: ој и. 
Првите парцијални изводи а ( с- 1,2,...,п) на функцијата 
Ј(21,22,...,2„) се исто така функции од т, променливи 21,22,...,а 0, И 


8 (ди Нај 
од нив пак може да се бараат изводи. На пример, вода ева 


извод по променливата 5; кога изводот се бара од првиот ИЗВОД ПО 
променливата 40. 


е 


Изводите од првите парцијални изводи „вес (ВИ еа „За се 
Дд д пр РрЦИЈ А да ду и дгда, 


нарекуваат парцијални изводи од втор ред. 
Изводите за г :А Ќ се нарекуваат мешани изводи. 


За функција од две променливи ( (су) може да најдат следните изводи 
од втор ред: 


д?ј Ш 22 д2ј Ш 22 д2ј Ш 8: д2ј Ш 4-8 
Гесини ја де тро ду Југ нот оа 


Условот под кој мешаните изводи се еднакви е даден со следното 
тврдење: 


Теорема. 


Ако функцијатај (Су) заедно со нејзините први парцијални изводи 
ој ој : ој дј 

де: а, И мешаните парцијални изводи 2.8, ад; Се непрекинати во 
околина К( А,е) на точката А(Жг,у), тогаш мешаните изводи во таа 


дј ој 
точка се еднакви, Те. ао с- пуб“ 


Затоа функцијата две променливи ((г,у) ќе има три втори парцијални 


Нед ОТ ос Орев 
ИЗВОДИ: Еј те И ој дуда . Ух дуг та ода 


Согласно на теоремата за еднаквост на мешаните изводи, непрекината 
функција од две променливи ((с,у) има четири трети изводи: 


222 222 222 222 


ЕЕ ја аа илј 


222 222 222 


заради еднаквоста намешаните изводи Јухх -- Јах - Јо И 
Ѓук Јуу сс Ѓау 
Пример 1. 


Да се најдат вторите изводи на функцијата 2 -- 5 Бу - хуѓ 3. 
Решение. Првите парцијални изводи се: 
ја сак ТОху -- уѓ 


д 2 
д " Х -Зкуѓ. 


Вторите парцијални изводи се: 


ќе ЕС - Е(внању ав) своето 


оде  0(д  З0 2 з).. 2 
да - а (де) - 8 (Зк тлоху 49) - 102 - Зу 


с 
к 
Ха 
! 
Е 
и“ 
Фјо 


) -- 4 (5 -- ку?) с- --бху 
Аа сстус ЕЗ с- Ка (5 Ш ку?) с- 102 -- зу ќ 


Како што се гледа од наведениот пример, мешаните изводи се еднакви 


ДДАЊ, ст 2 ј 
деду со 8 уда -- 102 -- ду“, бидејки и функцијата и нејзините изводи 


од прв ред и мешаните изводи од втор ред како полиномни функции се 
непрекинати функции во секоја точка. “4 


Пример 2. 


Да се покаже дека за функцијата г -- Шш(е“ -- е") важат релациите 


2 
бо чо ОВИЕ ана“... 
дг ср Го СИ Ти Ох ду (2) с 0. 


Решение. Најпрво ги определуваме првите парцијални изводи: 


Ооо сс 1 АНА ос ВЕ 
да е“-јеџ (е те ) е“-еи? 
део 4 Ни чу е 
ду е“-еу (е те ) е“-еи 


Сумата на првите парцијални изводи е 


БА 


де де. еее 
Ох на Ох " е-еу ќа е“-еу " етјечу 1. 


Вторите парцијални изводи се: 


Са ори а Сони ни ин НИ атак „За 
да? (ее): (е“--ем)“ 
да; еУетјев)-еќеу ете 
ду? (е“--еч)? (е“--е“); ; 
ОЗАС се. ( еу )“ ..  теѓе? 
дхду "КК ет-рем Нај (ег--ем)“ " 


Бараната релација со вторите парцијални изводи е 

2 2 
да да. ( 022 ) а а 3 ее | --етеу | таа 
дх? ду? дхду (ете); (ег--ев)? (е“-ем); 


е“еу ќ е“еу ќ 
. Ка . Ке ни, 


ШТО требаше да се докаже. 


Општо, за функција од п променливи, бројот на парцијани изводи од 
ред т е даден со формулата за комбинации без повторување 


пет -1 : 
Се . Затоа функцијата од две променливи ќе има 
т, 


т -Е 1 парцијални изводи од ред т. Тоа се трите втори изводи 


Доо Ух Јуу 


четирите трети изводи 


ЊЕ ЕЈ ЕЈ ЊЕ 


Јако ухкоЈуухЈуууг И ГН. 


Диференцијал од повисок ред 


Тоталниот диференцијал од прв ред за функција од две променливи 
ј(с,у) беше даден со релацијата 4Е -- Ах ф ѓу. Ако се побара 
диференцијал од првиот диференцијал се добива вториот 
диференцијал 


фр а( зак ЗЕду) - 


- (Зад аиеду)акн ( зајак зЕау) ду - 


д?ј 2 бај За 2 


Заначи втор диференцијал е изразот 
Едианоп: 


еј Еве 2 


пои кау ди 


или накусо запишан како бином на квадрат преку релацијата 
Едиацоп: 


д д : 
агЕ-(- ах а 
ј Е: ои “а 


Последниот израз овозможува накусо запишување на диференцијал 
од ред К за функција со две променливи преку изразот за бином на 
степен К 

Едиабоп: 


ЕКСТРЕМНИ ВРЕДНОСТИ НА ФУНКЦИЈА ОД ДВЕ 
ПРОМЕНЛИВИ 

За функција од две промелниви се даваат потребните и доволните 
услови за релативен екстрем (минимум или максимум) во дадена 
стационарна точка. Тре Пи5Е апд зесопад рагна! ге5Е Ѓог гејаНуе ехнете 
(пиааипит ог тахитпит) ѓог ѓипсноп оѓ Суо уанаБ!е5 аге ејуеп. 


Ке прикажеме уште една примена на парцијалните изводи на функција 
од две променливи: определување на локалните екстреми на функција. 


Нека 2 -- Ј(с,у) е функција дефинирана во е --околина на точката 
М (а,б). Точката М е 


ге точка на локален минимум ако 
Ј(е,у) “- Ј(а,6),Ч(е,у) се К(Ме) Ој; 


ге точка на локален максимум ако 
Ј(е,у) с Ј(а,5),Че,у) с КС(Ме) ПС П,. 


Локалнитот минимум и максимум се нарекуваат локални екстреми на 
функцијата. Најмалиот локален минимум (максимум) во 


разгледуваната област се нарекува глобален минимум (максимум) во 
таа област. 


Потребен услов за локален екстрем: 


Ако функцијата (Х,у) има локален екстрем во точката М (а„б), тогаш 
сите парцијални изводи од прв ред во точката/И се еднакви на нула 


дј(ав) е,дјав) 
до сви, --( 


или тие не постојат. 


Пример 1. 


Функцијата 2 -- 1 -- 27 -- уѓ има локален максимум во точката М (0,0) 


(Слика 1). Во таа точка функцијата е диференцијабилна и исполент е 
потребниот услов за локален екстрем 


Одг 

Од) с- -ах/00)0 
02(0,0 

На - --2у/0)0- 


чиј 
НА 
АА 
уч, 
ќе 


пра Ра 


АЦА 
Ши 
Ак 
ми 


ќ 


Слика 1. Локален максимум на диференцијабилна функција 


Условот парцијалните изводи од прв ред да се еднакви на нула во точка 
не е доволен за постоење на локален екстрем во таа точка. На пример, 
хиперболичниот параболоид чија равенка е 2 -- ху (Сл. 2) и за кој 


парцијалните изводи од прв ред во координатниот почеток се еднакви 


на нула, 2,(0,0) -- г,(0,0) -- 0, нема екстрем во координатниот 
почеток и ваквата точка се нарекува седласта точка. 


Сл. 2. Седласта површина и седласта точка 


Точката М (а,б) која заедно со својата е --околина припаѓа на областа 
на дефинираност на функцијатај (1,у) за која Ј,(а,Џ) -- 0,7,(а„б) -- 0 
се нарекува стационарна точка за функцијата /. Значи потребен 


услов за постоење на локален екстрем во дадена точка е таа да е 
стационарна точка. 


За вредностите на вторите парцијални изводи во точката М (а,б) се 


воведуваат следните ознаки: 
Едианоп: 


А-- Ја в),В -- Јав), С -- Јо (а),Р -- АС - ВА. 


Доволен услов за локален екстрем: 


Ако точката М(а,ф) е стационарна точка за функцијатај (2, у) и ако 


0 Јима локален максимум во точката 
1 р-бАсО Ма) 


0 Јима локален минимум во точката 
а р-бдА-0 Ма) 


М (а,б) е седласта точка на функцијата 
99 жат Ј(не постои локлаен екстрем во таа 
точка) 


Егзистенцијата на локалниот екстрем е 
49 Грс-о неизвесна и потребни се дополнителни 
испитувања. 


Пример 2. 


Да се најдат локалните екстремните вредности на функцијата 
Ј(Ф,у) с- хује у-- 1). 


Решение. Потребниот услов за локален екстрем (постоење на 
стационарни точки) се определуваат од ситемот равенки 


Решението на системот ги дава четирите стационарни точки на 
функцијата: М. (0,0),.2(0,1) 143 (1,0), М.(1/3,1/3). 


Во точките М ,М.,М3 не постои екстрем бидејќи во нив 
РФ- -1с 0. 


Во точката Мисе добива дека ЈГ -- 3/9 -. 0,4 -- 2/3 -. Ои таа е точка 
на локален минимум во која вредноста на функцијата е 


Јано (18:18) е 1217, а 


